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Geometria

1. Sea el AABC isbsceles con AB = AC. Sea w su circunferencia circunscrita y O su circuncentro.
Considere D la segunda intersecciéon de &0 con w. Tome un punto E en AB tal que DE || AC
y suponga que AE : BE = 2 : 1. Demuestre que el AABC' es equilatero.

e Solucién:

Considere H el pie de la altura de A en BC. Como DFE || AC, se tiene m/ODE = m/OCA =
mZOAC = mZOAB, ya que AO también es bisectriz del ZBAC. Por tanto, JADEQ es conci-
clico.

Luego, como JADBC es conciclico, se tiene que mZAEO = m/ADO = m/ABC. Es decir,
OF || HB. Por Thales,

_AE _ A0 _AG
~ EB OH GH

donde G es el baricentro del AABC. Luego se ha demostrado G = H, por lo cual AABC es
equildtero, que era lo deseado.
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2. Considere el AABC recto en B, F' un punto tal que B—F — C'y AF biseca al £ZBAC, I un
punto tal que A — I — F' y C1I biseca al ZACB, y E un punto tal que A— E—Cy AF | EI.
Al
SiAB=4y — =
: Y IF
e Solucion:

4
3’ determine AFE.

Considere la figura

Sea x = m/BAF = m/CAF

ZIFC es externo al ABAF y entonces mZIFC = 90° + x.

/IEC es externo al AIEA y entonces mZIEC = 90° + .

Asi tenemos que AECI =2 AFCI por A— A— Ly entonces IE = IF.

Por A — A tenemos que AAIE ~ AABF, y asi

BF_AB:>BF_IE:>BF_IF
IE Al =~ AB Al = AB Al
Por Pitagoras en el AABF tenemos que AF = 5.

:>BF:%4:3

Tenemos que Al + IF =5= 3IF + IF =5 de donde I[F = £ y AT =2

Aplicando Pitagoras en el AATFE se tiene que

25
AI? + IE? = AE? = AI? + [F? = AE? = AE = =
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3. Sean el JJHIZ un rectangulo y A y C puntos en los lados ZI y ZJ, respectivamente. La
perpendicular desde A sobre CH interseca a la en el punto X y la perpendicular desde C

sobre AH interseca a la en el punto Y. Demuestre que los puntos X, Y y Z son colineales.
e Solucion:
X
Z A I
C
B
Y J H

Sea B el pie de la perpendicular desde A sobre CH. Observe que AXAI es recto en I, si
mZAXI = «, entonces mZX Al = 90° — a.

También AXBH esrectoen By mZXHB =90° — .

Como ZH es recto, entonces mZCHJ = oy al ser AHCJ recto en J se sigue que mZHCJ =
90° — a.

Por lo anterior, se concluye que mZ XAl = m/XHB = m/XHC = m/ZHCJ y los tridangulos
AXAI y AHC'J son semejantes.

N XI Al

HJ CJ

. ‘e . YJ CJ
De forma andloga los tridngulos AYCJ y AHAI son semejantes de donde 0L~ AT Luego,
XI HI .
o7 - vJ y como LUJHIZ es rectangulo HJ = ZI y HI = ZJ.
X1 ZJ . . )

Entonces — = —— y los triangulos AXZI y AZY J son semejantes y al ser rectos los angulos

LXZIy £Y ZJ son complementarios.

Finalmente, como mZJZI = 90° se sigue que mLY ZX = msL X ZI+mLJZI+m/Y ZJ = 180°
y los putnos X, Y y Z con colinelales.
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Razonamiento Logico

1. Con 21 fichas, unas blancas y otras negras, se forma un rectdngulo de 3 x 7. Demostrar que
siempre hay cuatro fichas del mismo color situadas en los vértices de un rectangulo.

e Solucion:
Se dispomne el tablero en posicién vertical, es decir, con 7 filas y 3 columnas.

Se asigna el color blanco a la cifra 0 y el negro a la cifra 1. De esta manera, cada fila representa
un nimero escrito en base 2.

En primer lugar, si en una fila se colocan todas las fichas del mismo color, por ejemplo el negro,
necesariamente habra un rectangulo ya que no se puede colocar en ninguna fila dos fichas negras
y solo podemos llenar un maximo de 5 filas en total sin formar rectangulo.

Por otra parte si dos numeros son iguales sus filas forman rectangulo, luego todas las filas han
de representar nimeros distintos.

Por la consideracién anterior hemos de excluir los niimeros 000 y 111. Con tres cifras en base
dos existen 23 = 8 nameros distintos, quitando los anteriores quedan 6 para 7 filas por lo que
necesariamente hemos de repetir y formar rectangulo.

El problema tendria solucién en un tablero de 3 x 6 tal como se muestra en la figura.

000 O
L J@I®l ) )@
000
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2. En el Olcotorneo de ajedrez hay 2016 participantes. Se sabe que en cualquier conjunto de cuatro
participantes, hay uno de ellos que se enfrenté con los otros tres. Pruebe que hay al menos 2013
participantes que se enfrentaron a todos los demés.

e Solucioén:

Lema: Hay al menos un participante que enfrenté a todos los demés.

Proceda por contradiccion, suponga que nadie se enfrenté a todos los otros participantes. Sean
Ay B dos personas cualesquiera. Si Existiese C que se enfrenté a A y D que no se enfrent6 a B,
con C distintos de D, entonces no se cumpliria la condicién en el grupo A, B, C, D. Asi pues,
C = D. Sea X cualquiera otra persona distinta de A, B, C. Entonces A y B se enfrentaron a
X. Para que A, B, C'y X cumplan la propiedad del enunciado, la tnica posibilidad es que haya
sido X quien se enfrent6 a A, By C.

Ahora, como no existe nadie que enfrent6 a todos, entonces hay un Y que no se enfrent6 con X.
Sin embargo, este Y, al igual que X, se enfrentan a A, B y C. Pero entonces el grupo A, C, X
y Y no cumple las condiciones del problema.

Contradiccién.

Asi pues, existe una persona que se enfrenté a todos los demés.
Fin del Lema

Quitese entonces a esa persona a esa persona del grupo y aplique el mismo razonamiento a las
restantes 2015 personas. Habra alguien que se haya enfrentado a todos los demés, y también se
enfrent6 con el que se quito. Luego, quitese a esa persona también y repitase el procedimiento
con 2014 personas. Esto se puede repetir 2013 personas que se enfrentan a todos los demas. Ahi
se debe parar pues en este caso final quedaron cuatro personas, una de las cuales se enfrentaron
a todos los otros.
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3. Considere una progresion aritmética compuesta por 100 términos. Si la suma de todos los términos
de la progresion es 150 y la suma de los términos pares es 50, calcule la suma de los cuadrados
de los 100 términos de la progresion.

e Solucioén:

Sean ap,as,...,a, los términos de la sucesion. Dado que los términos forman una progresion
aritmética, para n > 2 se cumple que a, = a1 + (n —1)d, donde d es la diferencia entre dos
términos consecutivos de la progresion.

Si la suma de los términos de la progresion es 150 entonces,

100
150 = Y an
oo
= 150 = ) [+ (n—1)d]
=t 100
= 150 = 100a;+ Y _ (n—1)d
:1100
= 150 = 100a;+d-»  (n—1)
n=1

= 150 = 100a; + 4950d

Por otra parte, si la suma de los términos pares es 50 entonces,

50
50 = Zagn
n=1

50
= 50 = Y [a+(2n-1)d
n=l 50
= 150 = 50a; +d (22 n—50>
n=1

= 150 = 50a; + 2500d

Al resolver el sistemas

50 50a; + 2500d

{ 150 = 100a; + 4950d

Se obtiene a; =51 y d = —1. Luego a, =51+ (n—1)- -2 =53 — 2n.

Por ultimo,
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100

100
d ak = ) (53-2n)
n=1

n=1
100

= > (53° —212n + 4n°)

n=1
= 532.100 —212-
= 563700

100 - 101 100 - 101 - 201
5 T 6

.. La suma de los cuadrados de los 100 términos de la progresiéon aritmética es 563 700
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Teoria de Numeros

1. Halle todos los « € R tales que x — [25716} = 2016, donde [k] representa el mayor entero menor
o igual a k.

e Solucioén:

x
— 201 7 7.
Como [2016]+ 016 € Z = x €

Usando algoritmo de la divisién, sea x = 2016 - a + r con 0 < r < 2016, a,r € Z.
r

Entonces 2016 -a + 7 — |a+ ~—| = 2016.

ntonces 2016 - a + r a+2016 016 )

r
Al ser 0 < r < 2016, esto impli [ 7}: <a+4—— 1,
ser 0 <r < esto 1mplica que a—|—2016 apuesa_a+2016<a+

Asi, 2016a + r — a = 2016 = 2015a + r = 2016 = 0 < 2016 — 2015a < 2016
=>0<a<l=a=1=r=1= x=2017 es la tnica solucién.
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2. Determine todos los ntmeros enteros positivos a y b para los que a* + 4b* sea un nimero primo.
e Solucion:

Se procede a realizar lo siguiente:
a* +4b* = ot +4b* + 402D — 4a2V?

= (a®*+ 262)2 — 4a?b?
= (a®+ 2% 4 2ab) (a* + 2b* — 2ab)

= [(a +b)? + b2] [(a —b)% + bﬂ

Se puede observar que (a + b)2 +b2 > 1, a* +4b* puede ser un niimero primo solo si (a — b)2 +b% =
1.

La igualdad anterior se cumple si a = b= 1.

Por lo tanto, a y b tienen el mismo ntmero entero positivo y es dnico.

10
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3. Encuentre todos los enteros no negativos a y b que satisfacen la ecuacion 3 -2 + 1 = b2
e Solucion:

3:22=p2—-1=3-22=(b—-1)(b+1)
Por el teorema fundamental de la aritmética se obtienen los siguientes tres casos

1) b—1=1yb+1=3-2% (puesb—1<b+1)
=>b=2y2+1=3-2=2=1=a=0
2 b—1=2"yb+1=3-2%cona,B€N,a,B>0.
Restando las ecuaciones 2 =3-20 — 2% = 3.26-1 _9a-1 —
1) a =1 entonces 3 - 2771 =2 y no es posible.
2) a=2entonces 3-2°"1=3=pB=1=a=3yb=5
3) a > 2 no es posible para ningtin 3 (pues si 3 = 1 entonces 3 — 21 < 1ysi B> 1
entonces 3 - 2671 — 2271 es par)
3) b—1=3-2%yb+1=20con,f €N,a,3 > 0.
Restando las ecuaciones 2 = 2% —3.2¢ = 26-1 _3.2071 =1
1) a=1entonces 2°" ' =4=p=3=a=4yb="1.
2) « = 2 entonces 2°71 = 7 y no es posible.
3) a > 2 no es posible para ningtin valor de 3 (puessi 8 =1,3 -2t <1ysig>1
entonces 2771 — 3 .27 1 es par).
Por lo tanto, solo satisfacen (a,b) € {(0,2),(3,5),(4,7)}

11
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Algebra
1. Compruebe que )

1 1 1 1 o
<\/I+\/§+\/§+\/§+\/§+\/1+'”+M+\/m> (2017 + 24v14) = 2015
e Solucioén:

Observemos \}ue Vi Ty
1 1—+v2 1—+v2
ﬁ+ﬂﬁ_?:\f1\f:ﬂ_l
1 2—v3 2—v3
VIVB Va-VET SV
n genera,

1 vn—+vn+1 n—+vn+1 —1_

N e v v i e G

1 1 1 1
+ + oot
VI+V2  V2+V3 V34 V4 V2015 + /2016

=(V2-1)+ (vV3-v2) + (VA - V3) + ...+ (V2015 — v/2014) + (1/2016 — +/2015)

Entonces

=+/2016 — 1
Luego
1 1 2 9
- 4+ 2017 + 24v/14) = (/2016 — 1) (2017 + 24+/14
<ﬁ+ V2 V2015 + \/2016> ( ) ( ) )

= (2016 — 2v/2016 + 1) (2017 + 241/14)
= (2017 —2v/2016) (2017 + 2 - 12V/14)
= (2017 — 2v/2016) (2017 + 21/2016)

= 2017* —4-2016

= (2016 +1)% —4-2016

= 20162 42-2016 +1 —4-2016

= 20162 —2-2016 + 1

= (2016 — 1)*

= 20152

12
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2. Halle todas las soluciones enteras de la ecuacion p (z + y) = xy, siendo p un niumero primo.
e Solucion:

Ya que p es primo, p # 0y p # 1. De la ecuacion resulta que p divide a = o p divide a y. Como la
ecuacion es simétrica respecto de x e y, si («, ) es solucion, también lo serd (8, a). Si p divide
ax, r=pa, (a € Z) la ecuacion se puede escribir como:
pa
plraty) =pay=paty=ay=y=—
va que a es entero, ademés a y (a — 1) son primos entre si, luego (a — 1) divide a p. Al ser p
primo solo hay cuatro posibilidades: a — 1 =+1ya— 1= +p.

Estudiando todos los casos.

a) a—1=—1,entoncesa=0,z=0,y=0
2
b) a—lzl,entoncesa:Q,x:2p:>y:27p1:2p.
1
c) a—1=p, entoncesa:p+1,x:p(p+1)iy:MZZH_l
p+1-1
1—
d)a—lz—p,entoncesazl—p,x:p(l—p):>y:1p(p)1: 1
—p—

En resumen las soluciones son: (0,0); (2p, 2p); (p(p+1),p+1); (p(1 —p),p—1); y por la simetria
se agrega (p+ 1L,p(p+1)); (p—1,p(1 — p)).

13
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3. Sean z y y dos nimeros reales positivos, tales que = +y = 1.

1 1
Demuestre que (1 + > (1 + ) > 9.
x Y

e Solucioén:

Homogeneizando la expresion se tiene (x+1)(y+1) > 9zy. Ya que x+y = 1, lo anterior equivale
a (2z +y)(2y + x) > 9zy. Expandiendo y simplificando se tiene

202 + 2 >day o2t - 22y + 1P >0 (z—y)2 >0

lo cual es claramente verdadero.

Nota: Se puede aumentar la dificultad del problema si se pide determinar el minimo de (1 +
D+ %) en vez de decir que el minimo es 9.

14



