XXIX OLIMPIADA COSTARRICENSE DE MATEMATICA
MEP - UNA - UCR - MICITT - UNED - TEC

b/ II OLIMPIADAS
COSTARRICENSES
pe MATEMATICAS

A OLCOMA

DIA 1 — SOLUCIONES
BANCO DE PROBLEMAS

Nivel 111
(10° — 11° — 12°)

Lunes 13 de noviembre — Final 2017

mep U4

Ministerio N‘A\(;‘I\O‘N‘AI(

Tecnoldgico
de Costa Rica

O 1




XXIX Olimpiada Costarricense de Matemaéatica Banco de problemas — Nivel III — Dia 1 — Soluciones

GEOMETRIA

1. Sean el hexagono regular ABC' DEF inscrito en una circunferencia de centro O, N un punto tal

que E — N — C, M un punto tal que A — M — C' y R un punto en la circunferencia, tal que
AM  CN

D-N-—R.SimEFR = 90°, T - 05"’ AC = /3, determine AM.
Solucién:
Considere la figura:
ED
F ‘ c
’ ‘
A~ _—p
Asf tenemos:
AM CN
" C CEyAC CE=AM=CN = EN=CM
« CB=FED

« m/ACB =m/CED = 30

« ABMC = ADNE (L-A-L)

= /MBC =~ /NDE

= m/NDE = m/RDE = %mﬁ = 45 = m/MBC
« m/BCE = 90

= m/BNC = 45

= BC = NC

s ABCE rectoen C, mZBEC = 30

BC
J* EC
AM CN BC 1

AC T CE CE 3

» FC =+3BC =
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1 1
s AM=—AC=-"=/3=1
V3 V3
2. Considere el tridangulo rectangulo AABC recto en A y sea D un punto sobre la hipotenusa
BC. Considere la recta que pasa por los incentros del AABD y del AACD, y sean K y L
las intersecciones de dicha recta con AB y AC respectivamente. Demuestre que si AK = AL
entonces D es el pie de la altura sobre la hipotenusa.

Solucioén:

Primero se va a mostrar que AD = AK = AL.
Considere I e I los incentros de AABD y AAC D respectivamente.

Sin perdida de generalidad supongamos que ZADC < 90. Sean /BAD =2ay ZADC = 2w, asi
a <45y w < 45.

Como AK = AL entonces ZAKL =45 = ZALK.

Ademas se tiene que Z[1DA =90 —w, ZALD =90+ w —a, ZK[1A =135 —«a, LADI>, = w,
LAILD =135 —w+ a, ZLI3A =90 + a.

Por ley de senos en AAKI; y AADI; se tiene que AK = AIl% y AD = Ah%.

Sins(hlf(’ig)a) > Si;(ng(%f;f‘) = @(cos(w) cos(a) + cos(w) sin(a)) > @(cos(w) cos(a) +

sin(w) sin(a)) <= cos(w)sin(a) > sin(w) sin(a) <= cos(w) > sin(w), lo cual es cierto ya que
w < 45. Por lo que AK > AD.

Por ley de senos en AALI, y AADI, se tiene que AL = Al Si;(f&g)a) y AD = AIQW.

Note que

Sin(ls?iac)v_w) 2 Sﬂf’&g;‘) — @@(sin(w — a) + cos(w — a)) > sin(w) cos(a) <=

— sin(w) cos(ar) —cos(w) sin(a) +cos(w) cos(a)+sin(w) sin(a) > 0 <= (cos(w)—sin(w))(cos(a)—
sin(a)) > 0, lo cual es cierto ya que w < 45 y a < 45. Por lo que AD > AL.
De lo anterior como AK > AD > ALy AK = AL entonces AK = AD = AL.

Ahora como /KAl = /DAL, Al = Al y AK = AD entonces por criterio de congruencia
L.A.L se tiene AAKI £ ANADI y asi ZADI, = ZAKI, = 45 de donde ZBDA =90 y asi D
es el pie de la altura sobre la hipotenusa.

Note que
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TEORIA DE NUMEROS

3. Determine el méximo comun divisor de los niimeros.

33,5 57" —7,.-,2017%°M7 — 2017

Solucién:

Como el menor de los ntimeros es 33 — 3 = 24, entonces el mayor maximo comun divisor que
pueden tener todos los ntimeros de la lista es 24.

Todos los niimeros son de la forma n™ — n con n impar y n® —n = n(n"~! —1). Como n — 1 es
par, es de la forma 2k con k entero positivo y n» ! —1 =n?* —1 = (n?)* — 1.

Si n? = m, entonces m”* — 1 se puede factorizar de la siguiente manera utilizando el teorema del

factor.
1 00 0 —111
11 1 1
1 11 1
(m—1)(m* P +mF24...41)
Asi
n"—n =

n(n? —1)(n?*=2 £ n2-4 ... 4 1)
= nn—1Dn+1)n>*2 4244 ... 4 1)

Ahora, n,n — 1,n + 1 es divisible entre 3.

Ademas, (n—1)(n+1) = (2k)(2k+1+1) = 2k(2k+2) = 4k(k+1) que es divisible entre 4-2 = 8,
ya que k(k + 1) es divisible entre 2.

Luego, n™ — n es divisible entre [3,8|=24. Por lo tanto, el maximo comun divisor es 24.

4. Un ndmero entero positivo es nefelibata si al tomar el dltimo digito de izquierda a derecha
y colocarlo de primero, manteniendo los demas en el mismo orden, el nimero resultante es
exactamente el doble del nimero original. ;Cudl es el menor ntimero nefelibata?

Solucioén:

Sea x el namero en cuestion. Expresemos z = 10b 4 a, donde a es el ultimo digito del ntmero, y
por lo tanto, es un entero no negativo menor que 10. Si b tiene k digitos, entonces, sabemos que
22 = 10Fa + b = 2(10b + a) = 20b + 2a.

De aqui obtenemos que 1906 = (10’1c — 2)a. Como 19 es primo y 0 < a < 10, necesariamente se
cumple que 19 no divide a a, y por lo tanto, divide a 10¥ — 2.

Por lo tanto, estamos buscando la combinacion, si esta existe, del menor posible valor de k y el
menor valor de a. Ademaés, se tiene que 10¥ = 2 méd 19.
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Notese que

108 =210 méd 19, 102=5 méd 19, 10°=12 méd 19,
10226 mdéd 19, 10°=3 méd 19, 10°=11 mdéd 19,
10" =215 méd 19, 10° =17 méd 19, 109 =18 méd 19,
1019229 méd 19, 101 =14 méd 19, 1012 =27 méd 19,
102 =217 méd 19, 10 =16 mdéd 19, 10 =28 maéd 19,
100224 méd 19, 107 =2 mad 19.

De aqui se concluye que b tiene al menos 17 digitos. Més atn, se tiene que

- a(10F — 2)
B 19

Siseintenta k = 17y a = 1, se obtiene b = 5263 157 894 736 842, que tiene tinicamente 16 digitos,
y por lo tanto, no es una solucién.

Si se intenta a = 2, se obtiene b = 10526 315789473684, y por lo tanto

x = 105263157 894 736 842

y notese que
105263 157894736842 x 2 = 210526 315789473 684

por lo que tenemos nuestra solucién.
RAZONAMIENTO LOGICO

5. Un juego consiste de una cuadricula de 4 x 4 y fichas de dos colores (Amarillas y Blancas). Un
jugador escoje un tipo de ficha y se la da al segundo jugador quien la coloca donde quiera, luego
el segundo jugador escoje un tipo de ficha y se la da al primero quien la coloca donde quiera,
contintian de este modo y gana el que logre formar una linea con tres fichas del mismo color
(horizontal, vertical o diagonal y sin importar si es la ficha con la que inici6 o no).

Antes de iniciar la partida ya se encuentran colocadas dos fichas amarillas y dos blancas tal como
muestra la figura siguiente

(4)

Yolanda y Xinia juegan una partida. Si Yolanda inicia (escogiendo la ficha y déndosela a Xi-
nia para que esta la coloque) indique si existe una estrategia ganadora para alguna de las dos
jugadoras y, en caso de existir, describa la estrategia.
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Solucién:

Llamemos a las fichas amarillas A y a las blancas B. Veamos primero que una posiciéon perdedora
es aquella en la que, sin importar la ficha que le toque escoger al jugador, al déarsela al otro
ganara.

Vemos también que en la primera jugada Yolanda debe escoger A, pues si escoge B Xinia ganara.
Por su parte Xinia debe colocar esta ficha A en una esquina, pues de lo contrario quedaré en
una posicion perdedora. Igualmente, en la segunda jugada Xinia debe escoger A y Yolanda debe
colocarla en la otra esquina. Entonces, luego de las dos primeras jugadas se tendré el siguiente
acomodo

@ | @

(B)
(B)
@ | @

Veamos ahora que Yolanda siempre puede ganar si escoge una A para darle a Xinia.

Si Xinia la coloca en una casilla central, debe escoger una B para darle a Yolanda y esta ganara
con solo colocarla en la otra casilla central y escoger una A para darle a Xinia, pues sin importar
donde la coloque quedara en una posiciéon perdedora.

ONRG @ | @
(B) (B)YB)
(BYA) (BYA)
@ | @ @ | @

Si Xinia la coloca en una casilla de los lados tiene dos posibilidades, pues las posiciones 1 son
simétricas entre si, al igual que las posiciones 2:

OEING
2| (B)1
1(B) |2
]2

I Caso:

Si la coloca en una posicion 1, debe escoger una B y Yolanda la colocara tapando la fila de fichas
A. Ahora Yolanda gana escogiendo una A, pues sin importar donde la coloque Xinia quedara en
una posiciéon perdedora.

ONNG @)
(BYA) (B)

@ | @ @

®)
®)
GHEEE)
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IT Caso:

Si la coloca en una posiciéon 2, debe escoger una B. Yolanda la colocara tapando la fila de fichas
A (como indica la figura) y escoge una A para darle a Xinia. Observe que la tnica posibilidad
de Xinia para colocar esta A es la casilla marcada con *, pues en todas las demés llevaria a una

posicion perdedora. Ademas, para no perder inmediatamente, debe escoger una B para darle a
Yolanda.

@ | @ @ | @ @ | @
'
o O ()
@ | @ OERG @ | @

Ahora Yolanda gana colocando esta B en la casilla indicada y escogiendo una A para que Xinia
coloque, pues al igual que el I Caso, sin importar donde la coloque Xinia quedara en una posiciéon
perdedora.

ONNY
(BB
B
A | @

6. Se tiene un conjunto de 17 nimeros enteros positivos consecutivos. Sea m el menor de estos
nimeros. Determine para cuéles valores de m se puede partir el conjunto en tres subconjuntos
disjuntos, tales que la suma de los elementos de cada subconjunto sea la misma.

Solucion:
17
Sea m =n + 1 y note que Z(n +1) = 17n+ 17 x 9 por lo tanto n debe ser miltiplo de 3, sea
i=1
k € N tal que n = 3k.
Ahora por palomar hay dos subconjuntos que tienen al menos 6 elementos, es decir que entre
ellos dos hay 12 elementos. Asi se tiene que:

12
—6><3k)22i:78:>122k::>362n (1)

5 (17 x 3k + 153
i=1

3

Falta encontrar combinaciones que sirvan. Bastaria encontrar para k dos subconjuntos disjuntos
de {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17} de seis elementos cada uno tal que su suma
de 51 — k. Para esto observe la siguiente tabla:
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’ k ‘ 51-k ‘ Conjunto Conjunto
12139 | 1,23,10,11,12 | 4,5,6,7.8,9
11 | 40 1,2,3,9,12,13 | 4,5,6,7,8,10
10 | 41 1,2,3,8,13,14 | 4,5,6,7,9,10
9 |42 1,2,3,7,14,15 | 4,5,6,8,9,10
8 | 43 1,2,3,6,15,16 | 4,5,7,8,9,10
7T |44 1,2,3,5,16,17 | 1,6,7,8,9,10
6 | 45 | 1,4,6,7,11,16 | 2,3,5,10,12,13
5 |46 | 1,4,6.8,11,16 | 2,3,5,10,12,14
4 |47 [147811,16 |2,3,6,10,12,14
3 |48 | 1,4,7,911,16 | 2,3,6,10,12,15
2 |49 1,4,89,11,16 | 2,3,7,10,12,15
1 |50 1,4,89,11,17 | 2,3,7,10,12,16
0 |51 1,5,8,9,11,17 | 2,3,7,10,13,16

De esta forma todos los posibles valores de m son 1,4,7,10,13,16,19,22,25,28,31,34,37.




