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Estimado estudiante:

Puede consultar la lista de estudian-
tes clasificados a partir del viernes
6 de julio, en la siguiente direccién
electrénica:

La Comision de las Olimpiadas Costarricenses de Matemé-
ticas 2018 le saluda y le da la mas cordial bienvenida a la
Primera Eliminatoria Nacional de estas justas académicas,
deseéndole los mayores éxitos.

La prueba consta de un total de 25 preguntas de selecciéon
tnica.

www.olcoma.com

INDICACIONES GENERALES

e Debe trabajar en forma individual.

e Las respuestas a las preguntas que se le formulan, deben ser consignadas UNICAMENTE en la hoja
de respuestas que se le ha entregado.

e Los dibujos que aparecen en la prueba no necesariamente estan hechos a escala.

e El formulario de preguntas es suyo, por lo que puede realizar en él todas las anotaciones, calculos o
dibujos que le sean necesarios para resolver satisfactoriamente la prueba.

e No se permite el uso de hojas adicionales.

e Los tinicos instrumentos cuyo uso se permite son los necesarios para escribir y dibujar. Se prohibe
el uso de libros, libretas de notas, tablas y calculadora.

e Fl examen tiene una duracién méxima de tres horas.

e FEscriba claramente los datos que se le solicitan en la hoja de respuestas.

SIMBOLOGIA
AB segmento de extremos A yB LABC ~ Z/DEF  congruencia de dngulos
AB medida de AB AABC 2 ADEF  congruencia de tridngulos
E rayo de extremo A y que contiene a B ABC + DEF correspondencia respectiva
entre puntos
1@ recta que contiene los puntos Ay B NABC ~ ADFEF semejanza de triangulos
/ABC angulo de rayos ﬂ y B? AB=CD congruencia de segmentos
m/ZABC medida de ZABC AB arco de extremos Ay B
NABC tridngulo de vértices A, B, C mAB medida de AB
OABCD  cuadrilatero de vértices A, B, C, D (ABC) area de AABC
I paralelismo (ABCD) area de JABCD
1 perpendicularidad P-Q—-R P, @, R puntos colineales,
con @ entre los puntos Py R
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1. En la cima de la Torre Karim hay una habitacién es-
pecial en la que el tiempo transcurre de tal forma que
si una persona esta en su interior durante un ano, en
el exterior habra pasado solamente un dia. Olcoman
tenia mucho sueno, pero no queria perder tiempo para
estudiar para el examen de Olimpiadas, entonces en-
tré en la habitaciéon y durmié ocho horas. El tiempo
aproximado que transcurri6 afuera es

(a) 0,5 horas

(b) 0,5 minutos
(¢) 1,3 minutos
(d) 1,3 segundos

e Opcion correcta: (c)

e Solucidn:

ldia 24 horas 1440 minutos  x minutos (1440 minutos)(8 horas) 96 .
I — — = r = = — minutos
lano 365 dias 8760 horas 8 horas 8760 horas 73

96 +~ 73 = 1,3 minutos

2. Si se suman los digitos de un ntimero entero positivo
n de siete digitos el resultado es seis. El producto de
los digitos de n es

(a) 0
(b) 5
(c) 6
(d) 12

e Opcioén correcta: (a)

e Solucién:

Si d; es el i-ésimo digito, entonces es un entero no negativo menor o igual a 9. Dado que
di+do+ds+dy+ds+ dg+ d7 =6,

entonces al menos uno de esos digitos es 0, y por lo tanto el producto serfa 0.
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3. La cantidad de ntmeros de cuatro cifras que son cua-
drados perfectos y miiltiplos de cinco o seis es

(a) 20
(b) 22
(c) 24
(d) 26

e Opcion correcta: (b)

e Solucidn:

Los cuadrados perfectos de cuatro cifras corresponden a los cuadrados desde 322 hasta 992, puesto
que 312 = 961 y 1002 = 10000 . Para que sean miltimplos de 6, sus bases deben serlo y se tiene
un total de 11 multiplos de 6 desde 36 hasta 96. Por su parte se tiene 13 multiplos de 5 desde 35
hasta 95. Esto daria un total de 24 ntimeros, pero se deben restar los que son multipos de am-
bos, que son tinicamente 2 (multiplos de 30). Por lo tanto hay 22 niimeros que cumplen lo pedido.

4. En la figura adjunta, M y N son los puntos medios de
los lados correspondientes del tridngulo que se mues-
tra. Si 3, 3 y 6 corresponden, respectivamente, al area
de cada tridngulo, el area del cuadrilatero donde se
encuentra x es

A
(a) 4
(b) 5 M N
(c) 6
(d) 7 6
B c

e Opcion correcta: ()

e Solucidn:

Notese que AN = NC, y como los tridngulos AANB y ANCB tienen la misma altura, y la
misma base, por lo que tienen la misma area, por lo que x + 3 = 6 + 3, es decir, x = 6.
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5. En un tridngulo rectangulo la medida de un cateto es
dos tercios de la medida del otro cateto. El seno del
angulo agudo de mayor medida es

(a) \f:g

3v3
13

13v3
3

e Opcion correcta: (c)

e Solucidn:

Observe la figura propuesta,
A

(0}

2x
Como x > — entonces se tiene que a < B, por lo que para poder calcular el seno se debe obtener

el valor de y en términos de z, asi:

22\ ? 4 132° 132°
y2=(;) +x2:>y2:%+x2:>y2: 91: >y== ; :>y:j:§\/13

* Se elimina el valor negativo por ser una figura geométrica.*
Por lo tanto, al aplicar la formula del seno, se obtiene:

r  3V/13

vz 13

sin 8 =
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6. En la figura adjunta, las diagonales del cuadrado
OABCD se intersecan en el punto O. Si el area del
circulo de radio OD es 187 cm?, entonces el area de la
region sombreada, en cm?, es

(a) 9 9%
(b) 5 +9m
(@) 3 +9m

e Opcion correcta: (a)

e Solucidn:

El area de la region sombreada es la cuarta parte del area del circulo sumada con la cuarta parte

del area del cudrado.

Sea 7 = OD es el radio del circulo, como el area del circulo es 187 se tiene que 72 = 187 = r =
V18 = 3v/2. De esta manera, BD = 2r = 61/2, por lo que CD = 6 y el area del cuadrado es 36.

18 36 9
El area de la regién sombreada es Tﬂ + 1= g

+9.

7. Si en una tanda de penales 32 % fueron atajados por
el portero, 30 % fueron lanzados fuera de la porteria o
impactados en el marco (sin ser anotacion), y el resto
fueron anotados, la minima cantidad de penales que
pudieron haber sido lanzados es

e Opcion correcta: (b)

e Solucidn:

Los penales que fueron anotados son 38 %.

32 8 30 3
i 1 tidad d les 1 d t —r = —X, —T = —
Si z es la cantidad de penales lanzados, entonces 1003: 25x, 10095
deben ser enteros, de donde el minimo valor de x es 50.

19

10" ¥ 100" T 50"
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8. Considere la ecuacion cuadréatica 2 + 2z —n = 0,
con 1 < n < 100. La cantidad de enteros n en la
cual la ecuacién dada posee dos soluciones racionales
distintas es

(a) 0
(

)
b)
)
)

o«

(c

() 9

e Opcion correcta: (d)

e Solucién:

A =(2)?—4-1-—n=4n + 4, luego las soluciones de la ecuacion estan dadas por:

-2+ 4 4
#z—liw/n—i—l

xr =

Como las soluciones son racionales entonces v/n + 1 debe ser una raiz exacta, es decir n+ 1 debe
ser un nimero cuadrado perfecto. Asi, n = {3,8, 15,24, 35, 48,63, 80,99}

9. La cantidad de maneras en la que un cartero puede
entregar siete cartas a siete personas distintas, de ma-
nera que exactamente tres de ellas hayan recibido una
carta incorrecta es

(a) 84
(b)

(c) 49
(d) 35

e Opcioén correcta: (b)

e Solucidn:

Primero la cantidad de formas de escoger a las 4 personas a las que le llego bien la carta es de 7
7!

escoger 4, es decir (4) =3 35.

A las restantes 3 hay 2 formas de entregarles las cartas de manera que ninguna haya recibido la

carta correcta. Por tanto hay en total 70 posibles formas.
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10. Si se sabe que a y b son constantes reales, el sistema
. . —y=5b
de ecuaciones lineales posee una Unica
r+y=20
solucién si
(a) a£lybeR
(
(c
(d) a=-1yb#0

)

b)ax1lyb=0
Ja#—-1ybeR
)

e Opcioén correcta: (c)

e Solucién:

b
Al sumar miembro a miembro las dos ecuaciones, se tiene (14+a)z =b =z = Tr siempre
a
que a # —1 independientemente del valor de b. En ese caso, habra solucién tnica z = T a
a
_ —ab
YTita

11. En la figura adjunta, el AABC es equilatero, D esta
en Cﬁ que es paralela al AB, y BE divide al ZCBA
en dos dngulos de igual medida. Si H es el punto donde

se cortan AC'y BE, HD = 3\2/3 es la medida de una

3
altura del ACHE y DC = 2 entonces el area del
ANABC es

$535 %

e Opcion correcta: (d)

e Solucién:
En el ACDH y usando el teorema de Pitagoras se tiene que CH? = CD? + DH? = CH =

2
3\ (3v3) _,
2 2 e
Como AABC es equilatero y BE biseca al ZCBA, BH es altura de dicho triangulo y mediatriz.
Luego AH = CH = 3, por lo que cada uno de los lados del AABC' mide 6.
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12.

6 -
El area de este triangulo es =9v/3.

Juan tiene un tablero de 4 x 4 y desea marcar ocho
de las 16 casillas, de tal manera que cada fila y
cada columna contengan exactamente dos casillas
marcadas. La cantidad de maneras en que Juan puede
hacerlo es

Opcidn correcta: (b)

Solucion:

Numeremos las filas y las columnas de 1 a 4 y sea Cj; la casilla que se encuentra en la fila i
y en la columna j. Para seleccionar las dos casillas de la primera fila debe escoger 2 de 4, es

. 4 4!
decir ( 9 ) =59 = 6 maneras. Supongamos que se escogen C11 y Cia (los otros casos son

similares). Si en la fila 2 se marcan Cy; y Cba, obligatoriamente se debe completar el marcado
con Cs3, C3q, Cy3 v Cyo. Si en cambio en la fila 2 se marcan Cy3 v Coy, en la fila 3 se puede
marcar cualquier par de casillas (hay 6 posibilidades) y quedan determinadas las dos casillas de
la fila 4. Si en la fila 2 se escogen C; y Cas, hay que marcar necesariamente Csy y Cyq en la
cuarta columna, y se puede completar de dos maneras: con Csg y Cy3 0 con Cs3 y Cyo. El mismo
razonamiento se aplica si en la fila 2 se escogen las casillas C1 y Caq, Cog y Caz 6 Cyo v Coy. En
definitiva resultan 6(1 +6 +2-4) = 6 - 15 = 90 maneras.
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13. En la figura adjunta JABDE es un trapecio rectan-
1 angul t By D.Si B¢ _DE _4
n an r n . Si = = _
gulo con angulos rectos e y 1B-BC -3

/CED= /BCAvy BD =6, AE es

31
)

e Opcion correcta: (b)

e Solucidn:

Como mZCED + m/ZDCE = 90 entonces mZBCA+m/DCE =90y asi mZACE = 90.

Por otro lado como mZ/BCA+m/CAB =90y mZ/BCA+
m/ZDCE = 90 entonces m/Z/CAB = m/DCFE y de esta 2
forma AABC ~ ACDE (A-A).

De la semenjaza anterior y de los datos en el enunciado te-

nemos%g:%:gzg—gyasiBC:CD:S.
De la igualdad anterior y utilizando una de las hipotesis su-

s BC _ 4 9 _
ministradas tenemos que 75 = 3 = 3 = AD entonces

AC? = (9)® 432 y de aht AC = 13,

Ahora como% = % entonces DE =4 yasi CE=5

25
Finalmente aplicando Pitagoras en el AACE tenemos que AE? = (%) + 5% y de ahi AE = T

14. La cantidad de numeros positivos con todos sus
digitos pares distintos que pueden formarse, de tal
manera que sean divisibles por 3, 5y 7 es

(a
(b
(c

) 0
) 1
) 2
(d) 3

e Opcioén correcta: (d)

e Solucién:

Los digitos del numero deben ser tomados del conjunto {0,2,4,6,8}. Para que el ntimero sea
divisible por 5, debe terminar en 0. Para que sea divisible por 3, sus digitos deben sumar un
ntmero miultiplo de 3. Si se toman dos digitos el tinico posible es 60 pero no es multiplo de 7.
Con tres digitos se tiene 0+2+4 =6y 0+ 4+ 8 = 12, de donde se tienen 420 y 840 multiplos

10
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de 7. Si se toman todos los digitos 0 +2 + 4 + 6 + 8 = 20 no es multimplo de 3.

Si se toman cuatro digitos los tnicos cuya suma es miltiplo de 3 son 0+2+44+6 = 12 y
0+ 4+ 6 + 8 = 18. Para saber si un namero terminado en 0 es divisible por 7, basta con revisar
si el niimero sin su altimo digito 0 lo es. Del conjunto {2,4,6} todos los nimeros que se pueden
formar son 246, 264, 426, 462, 624, 642, de los cuales solamente 462 es divisible por 7. Del con-
junto {4,6,8} todos los nimeros que se pueden formar son 468, 486, 648, 684, 846, 864 de los
cuales ninguno es divisible por 7.

Por lo tanto los tinicos que cumple lo pedido son 420, 840 y 4620.

b

15. Sean a y b dos ntmeros reales positivos. Si % +— =4,
a

a+b

entonces el valor de
a—>

€S

e Opcion correcta: (d)

e Solucién:

Observe que

a - a2+b2_4
b «a ab
< a?+b% = 4ab

sumando 2ab se obtiene que (a + b)? = 6ab, y restando 2ab se obtiene que (a — b)? = 2ab, Luego

(a+b)? _@_3
(a—b)2  2ab

b
luego, ot =/3.
a—b

11
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16. Un docente de Mateméticas que vive en San José debe
trasladarse hacia Golfito a impartir un curso de logica
mientras que otro profesor de Golfito viaja a San José
a recibir una capacitaciéon el mismo dia. Parten a la
misma hora hacia el lugar de destino y viajan a una
velocidad constante. Si ambos se cruzan en el camino
exactamente a la 1 pm, el primero llega a su destino
a las 3 pm mientras que el segundo llega a las 9 pm,
la hora a la que salieron es

e Opcioén correcta: (d)

e Solucién:

Si partieron a x horas y se encuentran a la 1pm en un determinado punto entonces la primer
persona duré 13 — x en recorrer dicha distancia mientras que el segundo lo hizo en 8 horas. La

otra parte del trayecto el primero lo hace en 2 horas mientras que el segundo lo hace en 13 — x.

13 — 2
Asi, 3 T 13 , resolviendo la ecuacién se obtiene que x = 9. Por lo tanto la hora de salida
—x
fue a las 9 am.

17. Si a y b son numeros reales positivos que cumplen
3yt =a y 2°y% = b, entonces x es

e Opcioén correcta: (a)

e Solucidn:

Despejando la y en la primer ecuacién tenemos y = (/5. Sustituyendola en la segunda,

b b2
==

2/a3 5

6
5 4/ 2\ _ 5-36_ b _
T ( > =b=2""1 —\2/a>3:>\/5—

12
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18. A Alberto, con un motor viejo, le toma seis horas lle-
nar una piscina de agua. A Bryan, con un motor mas
grande, le toma cuatro horas llenar la misma piscina. A
Carlos, con un motor més moderno, le toma el mismo
tiempo que le tomaria a Alberto y a Bryan si lo hacen
juntos. Siempre que se llena la piscina se hace a un
ritmo constante. La fraccién de la piscina que podrian
llenar los tres trabajando juntos en una hora es

16
(a) 21
18
24
20
(c) 2%
21
24

e Opcioén correcta: (c)

e Solucidn:

Alberto llena en x horas x/6 de la piscina, y Bryan en /4, entonces z/6+x/4 =1 = z = 12/5,
en este tiempo llenarfan entre los 2 la piscina. Y eso es lo que le tomaria en horas a Carlos llenar
la piscina. Entre los tres en z horas llenarian /6 + x/4 + 52/12 de la piscina. En 1 hora seria
20/24 de la piscina.

19. Si m y m son ndmeros naturales tales que
1280

——— =n", entonces el valor de m es
m(n+1)

(a) 1
(

b

\]

W

)
)
()
(d) 5

e Opcion correcta: (a)

e Solucién:

Debe cumplirse que 1280 = m(n + 1)n™. Ademas 1280 = 28 .5 = 224.5 = (22)*.5 = 4%. (4 +1).
Lo que significa quen =4y m=1

13
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20.

21.

En la figura adjunta el HAC DFE es un trapecio tal que
ED =15, AC =24 y la altura del trapecio es 12. Si
B es el punto medio AC, el area del JOBCD es

(a) 78 E D
(

b

)
(c) 122
(d) 234 A B C
Opcidn correcta: (b)

Solucioén:
(ACDE) = (24 + 15) - 12 = 234, (OBCD) = 234 — ((DEA) + (AOB))

AEOD ~ ABOA(A — A) dado que ZEOD = ZAOB por ser angulos opuestos por el vértice;

ZEDA = ZDAC por ser dngulos alternos internos entre paralelas.

Sea h la altura del AEDO trazada desde el vértice O, se sigue que la medida de la altura del

ANAOB, trazada desde el vértice O es 12 — h y de la semejanza se concluye que:

15 & 20 16
= = h=" 12-h=7
2 12-h T3 3
16

15 - 12 12. 16

2
.. (OBCD) =234 —(90+32) =234 — 122 = 112

Se enumeran en una lista los nimeros del 1 al 488.
La diferencia entre la cantidad de veces que aparece el
nimero 4 y la cantidad de veces que aparece el ntimero
9 corresponde a

Opcidn correcta: (d)

Solucion:

Escribimos los nameros como {001,002,003,. . .,488}

El ntimero de 4’s que aparecen como primer digito es 89,
El ntmero de 4’s que aparecen como segundo digito es 50,
El ntimero de 4’s que aparecen como tercer digito es 49.
En total aparecen 188 4’s.

El nimero de 9’s que aparecen como primer digito es 0,

14
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22.

23.

El ntimero de 9’s que aparecen como segundo digito es 40,
El nimero de 9’s que aparecen como tercer digito es 48.
En total aparecen 88 9’s.

La diferencia es 100.

Alicia escribe una ecuacion en la pizarra, diciendo que
tiene soluciones en los ntimeros enteros positivos:

m(mk—m~k+m2—|—l):2018

Con certeza se cumple que

(a) k=2

(b) k=10
(¢c) m=3
(d) m=10

Opcion correcta: (b)

Solucion:

Notese que 2018 = 2 x 1009, donde ambos ntimeros son primos, por lo que las tinicas fromas de
descomponer 2018 son 2018 = 1-2018 = 2 - 1009. De aqui se deduce que m € {1,2,1009, 2018 .

Es claro que en los ultimos dos casos no habria solucion entera.

Sim=1setienemF—m-k+m?+1=1—1-k+12+1=3—k = 2018, de donde k = —2015.

Sim =2, entonces mF —m-k+m?2+1=2"-2.k+224+1=2F_—2k+5=1009, es decir,

2F — 2k = 1004, de donde k = 10.

Considere el AABC, con D en BC, y sea AD bisectriz
del ZBAC. La perpendicular a BC por D corta a AC

EC
en F. Si AE = ED = = Y AD = /3, entonces el
area del AABC es

(a) 2
(

b

$4535%

)
)
(c)
(d) 3

Opcidn correcta: (a)

Solucion:

Sea AE = xy /DAC = «, asi EC = 3z y ZACB = 90 — 2a, por lo que ZABC = 90
vy AABC ~ AEDC con razon de semejanza %. Por Pitagoras DC = 2+/2z, por semejanza

BD = QT\/ix y AB = %x, por pitagoras AD = %:L’ de donde x = 37\/5. Asi AB =2y BC = 4,

15
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de donde (ABC) = 2v/2

24. La suma de los digitos del niimero entero positivo
n
n que cumple que n+1y 3 + 34 son cubos perfectos es

a) 17

(a)
(b)
)
)

—_
o

—
Ne}

(c
(d) 20
e Opcion correcta: (a)

e Solucidn:

Sin+1l=2a%y g+34= y3 entonces 271 = 8y — 23 = (2y — x)(4y? + 2yx + x?). Como 271 es
primo se tiene que 2y —z = 1, de donde (z + 1)  + (z + 1)x+ 22 =271 = 22+ 2 - 90 =0 =
(x +10)(z —9) =0, de donde z =9, y asi n = 728 y la suma de sus digitos es 17.

25. Considere la funcién f : N — R, definida por

Fn) = {4039nJ

2018

donde |z]| representa la parte entera de x; por
ejemplo, [0,5] =0, [1,4] =1, |[V2| =1y |r] =3. El
resultado de f (1) + f(2) +---+ f(675) es

456 300

b

(a
(b) 456301

)
)
(c) 456302
(d) 456303
e Opcion correcta: (d)

e Solucidn:

Observe que 4039 = 2 - 2018 + 3, luego

4039n 3n 3n
J(n) { 2018 J { e 2018J n {2018J ’

por otro lado, se tiene que 3 - 672 = 2016, luego

3n
{2018J =0

paral <n <672,y

16
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3
L
{2018J
para 673 < n < 675, luego

FO) 4+ F(2) 4+ F(675) =2(1 424 -+~ +675) + 1+ 1+ 1 = 675- 676 + 3 = 456303

17



